Musterlosung zum Ubungsblatt 3

Aufgabe 1
Beweis durch vollstandige Induktion:

Esist f(z) = f/(z) = arctan’ ¢ = 1 1 L

+z2 =~ 1+tan’y

= cos’y =y und

(1 —1)!sin (1 (y + %)) cosly = cos?y .

Die Behauptung stimmt also fiir n = 1 (Induktionsanfang).
Sei nun f(®)(z) = (n — 1)! sin (n(y + 125)) cos™ y fiir ein n € IN. Dann folgt:

£y = (1] (2) = (n= 1) [sin (o + ) cos™ ] =
(n — 1)! [ny cos(n(y + Z)) cos™ y + ny'(—siny) cos™ 1 y sin(n(y + 5))]

= nly cos" 'y [cosycos(n(y+ Z)) —siny sin(n(y + %))] )
= nlcos?ycos” ! ycos((n+ Dy + n%) = nlcos™*! ysin((n + 1)(y + 5)

und das ist die Behauptung fiir n + 1.

Mit Zo = 0 ist auch yo = arctan xg = 0. Die Euler Formel liefert daher

. . n . falls n gerade
f(n)(o) = (n—1)! sm(n2) cos™(0) = {( 1)(»=1/2(n —1)! falls n ungerade

fiir die Taylor-Reihe von f(x) = arctan & erhalt man daher

2L FM(0 -1
Tf(;r:) — Zun'_lmn — ZK_L 2n+1
=0

2n+1
Fiir das n-te Restglied R,(z) := f(z) — T,(z) liefert die Darstellung nach
Lagrange:

|Ra(z)| = TP )(Gm)a:”"'ll fiir ein 6 €]0, 1

|(n+1
sin[(n 4+ 1)(y + 5)] I | cos™ 1 y| |z|™*? fiir ein y € IR

= ‘(n+'1' )

_1
n+1
Also konvergiert die Taylorreihe von arctan gegen arctan z fiir |z| < 1.
Insbesondere ist

o
_ = 5=t g 4
arctanl_z T =d=35+

s
4 - 2n+

IA

|z|*t! — 0 fiir n — oo, || < 1.
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Aufgabe 2

o0

Es ist arctan’(t) = l—ﬂ%ﬁ = E(—l)”‘t?“ fiir |t| < 1 (geometrische Reihe).
n=0

Potenzreihen konvergieren auf kompakten Mengen im Inneren ihres Konver-

[e.0]

genzintervalls gleichméBig. Insbesondere konvergiert die Reihe E(—l)”tgn
n=0

fir t < |2| < 1 gleichméBig und darf daher gliedweise integriert werden. Inte-

gration liefert:

T r o
arctanz = / arctan’ tdt = / (Z(—l)“iz") dt
0 0

n=0
o0 xr ©Q n
- ni2n e L'—_ILQn+1
— Z/ﬂ(—l)t dt = ) e
n=0 n=0
IS 335 237
= I—3+5_7+_-...

DI&jede konvergente Potenzreihe die Taylorreihe der dargestellten Funktion im
El}twicklungspunkt 1st, muf diese Reihe die Taylorreihe von arctan z um z¢ = 0
S¢n. Der Konvergenzradius ist ¢ = 1.

Aufgabe 3
Es ist
sin x 1 2sinx
Fl2) = —Gosg s (@) = ~wsts wmd (@) = T cos3z

Damit erhilt man das zweite Taylorpolynom in der Form

Ta(x) = f(0)+f’(0)fv+f”20 2 = _%

Die Restglieddarstellung von Lagrange liefert die folgende Abschitzung fiir
0<z<7/4:

Re@)| = 1f@)-To@)| = L5 — oy

2
— tan{{-x?‘ = 3373

= 3 cos?(m/4)




Aufgabe 4

ay_| _ __k! _ 1 okt
1) Wegen ak+1{“(k+1)! TR

in ganz IR.

— OO konvel'glert die Re'h
g

5
ap  _ k%F 1 (_k 1.
2) Wegen iy = G+ 156571 = 5 (k+1 5 15t der Konvergengpyg

1

1 1/k 1 1 . =
3) Wegen l+k = 1+1/k Sln(1+'§)§7€' gﬂt X |ak|‘—>1,alSO o0=1,

4) Wegen X/|ar] —e ist o=1/e.

Aufgabe 5
a)
Nach der Formel fiir das Interpolationsrestglied ist
R(x) < Ma+1 1 (x —x0)-...- (x — xy)| mit M, 11 = sup |f(”" ')(;::)|.
(n+1)! @€ a,b]

Hier ist £+ (z) = £ (). Man erhilt

flle) = 14tan’z
(@) = 2tanz(l +tan’z) = 2tan® = + 2tan
f"(x) = 6tan’z(1+tan”z)+ 2(1 +tan”z) = 6tan” z + Stan” z + 2
%) = 24tan’ x(1 +tan’ ) + 16tanz(1 4+ tan’z) >0  in [0, 7/4]
Wegen f"" monoton wachsend ist M, = |f""(x/4)| = 16. Somit ist

R(z) = |[tanz — p(x)| < ?Km(;{: —7/6)(x — w/4)]

Fir z = 0.4 hat man




b)

Fur das Interpolationspolynom erhdlt man mit Newton

T Yk
0 0
2+/3
7/6 | V3/3 2e_v3)
243 '
';'7/4 1 "

22 (2 —V3)z® + %(3\/2? —4)x

s

Fiir den wahren Fehler R(0.4) erhalt man per Taschenrechner

R(0.4) = |tan (0.4) — p(0.4)| = 0.0139 ,

eine Bestatigung also, daB die Restgliedabschatzung einigermaBen grob ist.




