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Ubungsaufgaben ,,Differentialgleichungen 2. Ordnung*
Allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung :

Aufgabe 1

Def.: Zwei Funktionen b1(x) und b2(x) heilen linear abhédngig, falls gilt:
JA e R:bl(x) = Ab2(x) VxeR.

Im Umkehrschluss gilt:

Zwei Funktionen b1(x) und b2(x) heiflen linear unabhéngig, falls

aus A,bl(x)+ A,02(x)=0Vxe R folgt: 4, =4, =0.

Satz.: Die allgemeine Losung y, (x)der homogenen linearen Differentialgleichung 2.
Ordnung a y’’ + by’ +cy = 0 hat die Gestalt: y, . (x)= A4,bl(x)+ A,b2(x), A, A, €R.
wobei b1(x) und b2(x) 2 linear unabhingige Losungen der homogenen Dgl. sind.

Wir betrachten die lineare Differentialgleichung y'"-2y+5y =0.

a) Zeigen Sie, dass b, (x) =e” cos(2x) und b,(x) = e” sin(2x) zwei linear unabhiingige
Losungen der Differentialgleichung y''—-2y+5y = 0 sind!

b) Wie lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung y'"'-2y+5y=07?

Aufgabe 2

Berechnen Sie den Realteil und den Imaginirteil von b(x) = e @riPx

Aufgabe 3
Zwei linear unabhingige (Basis)Losungen b1(x) und b2(x) einer Differentialgleichung 2.
Ordnung ay'+by'+cy =0 erhalten wir wie folgt: (Nachweis, dass es linear unabhiingige

Losungen sind fithren wir in der ndchsten Vorlesung durch!).

1) Wir stellen die charakteristische Gleichung zur Dgl. auf: aA> +bA+c =0

o b b)Y ¢
und l6sen diese: A4, =——=x.|| —| ——
2a 2a a

2) Bei der Losung ergeben sich 3 Fille. In Abhingigkeit vom jeweiligen Fall ergeben sich die
Basislosungen wie folgt:

Ay :_ii— (ijz =< :ai\/ﬁ
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Fall Basis
B>0 (2 verschiedene reelle bl(x) = eh* , b2(x)= e*

Nullstellen 4,,4,)

B<0 (2 konjugiert komplexe Nullstellen | p1(x) = Re(e™) = ™ cos(l B x),
A =ax jI B1) b2(x) = Im(e™) = e® sin(l B x)

B=0 ( 1 doppelte reelle bl(x) =e*, b2(x)=xe™
Nullstelle 4, =4, =4)

Losen Sie mit Hilfe dieser Tabelle folgende homogene Differentialgleichungen:
a) y'+6y+10y =0,
b) y’+2y’-3y =0
c) y’'+2y'=0
d) y’-2y+y=0

Aufgabe 4
Ein biegsames Seil der Lange 1 und der Masse m gleite reibungsfrei iiber eine Tischkante. Ist
x=x(t) die Linge des liberhdngenden Seiles zur Zeit t, so ist die auf das Seil einwirkende Kraft

gleich dem Gewicht des iiberhidngenden Seiles, also %mg (g=9,81 (Erdbeschleunigung)).

Die Differentialgleichung der Bewegung lautet somit:

mxz%mg bzw. X—§g=0

a) Losen Sie diese Differentialgleichung fiir ein 1,50 m langes Seil, das zu Beginn (t=0)
zur Hilfte iiberhdngt und sich aus der Ruhe heraus in Bewegung setzt.
b) Nach welcher Zeit ist das Seil abgerutscht?

Aufgabe 5
(StoBdampferproblem)
a) Untersuchen Sie mit Hilfe der Schwingungsgleichung

m-X(t)+b-x(t)+cx(t)=0

die Bewegung (x(t) = Ort zur Zeit t in Meter m) einer Masse von m= 20 kg, die mit einer
elastischen Feder der Federkonstanten c=10500 N/m verbunden ist, wenn das System den
Déampfungsfaktor b=1000kg/s besitzt.

Dabei werde die Masse zu Beginn der Bewegung (t=0) in der Gleichgewichtslage mit der
Geschwindigkeit vO= 3 m/s angestoen (x(0)=0, x(0)=3m/s).

b) Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Schwingung.




