HIW Mathematik ITI/MST LOosungen

Losungen zu Ubungsblatt ,,Differentialgleichungen 2. Ordnung®

Zu Aufgabe 1

a) 1. Man zeigt, dass b;(x) und by(x) Losungen der Differentialgleichung y’’-2y’+5y=0
sind, indem man b, (x) und b,(x) in die Differentialgleichung einsetzt!

2. Man zeigt die lineare Unabhingigkeit von b;(x) und by(x) :

Ae”* cos(2x)+ A,e" sin(2x) =0 & A, cos(2x) + 4, sin(2x) =0 Vx

Setzen wir x =0 ein, so erhalten wir A; =0
Setzen wir x=m/4 ein, so erhalten wir A, =0

b) Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet:
Viom (X) =€ (C, cos(2x) + C, sin(2x)), C,,C,eR

Zu Aufgabe 2

b(x) = e"“Pr =™ . ¢ = ™ (cos(fBx) + jsin(fx)) = e™ cos(Br) + je™ sin(Bx)
Demzufolge ist

Realteil=Re(b(x)) = ¢* cos(fx) und Imaginirteil = Im(b(x)) = e™ sin(fx)

Zu Aufgabe 3
Zu a)

Wir 16sen die homogene Differentialgleichung y’’+6y’+10y=0.
Die charakteristische Gleichung lautet:

A +61+10=0
Wir erhalten als Nullstellen :
A, =—31t49-10=-31j =a+jb (a=-3,b=1)

Das ist ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen.
Damit ergeben sich zwei linear unabhédngige (Basis)Losungen der homogenen Diffgl. durch

y1(x)= e cos(x) und y2(x) = e*sin(x) (siehe Tabelle in der Vorlesung)
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung hat dann die Gestalt:

Vhom(X)= Cle™* cos(x) + C2 e *sin(x), CleR, C2 € R.
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Zu b)

Wir 16sen die homogene Differentialgleichung y’’+2y’-3y=0.
Die charakteristische Gleichung lautet:

A +214-3=0
Wir erhalten als Nullstellen :

A, =—1EN1+3=-1%22 jalso 4, =1, 4, =-3
Das sind zwei verschiedene reelle Nullstellen.
Damit ergeben sich zwei linear unabhiéngige (Basis)Losungen der homogenen Diffgl. durch

yl(x)= e* und y2(x) = e”* (siehe Tabelle in der Vorlesung)
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung hat dann die Gestalt:
Vhom(X)=Cle*+C2 ¢, CleR,C2€ R.

Zuc)

Wir 16sen die homogene Differentialgleichung y’”+2y’=0.
Die charakteristische Gleichung lautet:

A +21=0
Wir erhalten als Nullstellen :

A, =—1%+1 Jalso A, =2, A, =0
Das sind zwei verschiedene reelle Nullstellen.
Damit ergeben sich zwei linear unabhéngige (Basis)Losungen der homogenen Diffgl. durch

yl(x)= e und y2(x) =1
Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung hat dann die Gestalt:
Yhom(X)=Cle "+ C2, CleR,C2 € R.

Zud)

Wir 16sen die homogene Differentialgleichung y’-2y’'+y =2

Die charakteristische Gleichung lautet: 4> —24+1=0

Wir erhalten als Nullstellen :

A, =1x+1-1 ,alsoist A =4 =1, =1 eine doppelte reelle Nullstelle.

Damit ergeben sich zwei linear unabhéngige (Basis)Losungen der homogenen Diffgl. durch
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yl(x)= e* und y2(x) = xe".

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung hat dann die Gestalt:
Yhom(X)= e* (C1 + xC2), CleR,C2 e R.

Zu Aufgabe 4

Zu a)

Es ist g/l =9,81/1,5 = 6,54

Die zu 16sende Diff.gl. lautet folglich: x¥—6,54x =0, x(0)=0,75m, x(0)=0.

Die Losung der zugehérigen charakteristischen Gleichung A* —6,54 = 0

ergibt: A, =2,5573 und A, =-2,5573. Die allgemeine Losung der Diff.gl lautet somit:
x(t)=C, > + C,e™™, Cl1,C2eR

Setzen wir die Anfangsbedingungen ein, so ergibt sich:

x(0)=C, +C, =0,75 und x(0)=C, 2,5573-C,2,5573=0

Losen wir diese beiden Gleichungen nach C1 und C2 auf, so erhalten wir:

Cl1=C2=0,375.
Das Ergebnis lautet also: x(7) = 0,375(e*”" +¢7>>"") ist die Linge des iiberhiingenden
Teils des Seiles zur Zeit t (x(t) in m, t in sec).

Zub)
x(t)=1,5 bzw. x(t) =0,375(e>”™ +e7>7"") = 1,5 ist nach t aufzuldsen!
Wir substituieren zunichst y = ¢>*”. Damit ist :

1 1,5

0,375(e>¥ " + ¥ ) =15 y+—— =0y —4y+1=0

0,375
Wir 16sen diese Gleichung nach y auf und machen die Riicksubstitution t = In(y)/2,5573.
Wir erhalten das Ergebnis: t = 0,515 sec.

x(t) = 0,375(*% ™ 47257 = 1,5 & t=0,515 sec.

Zu Aufgabe 5

Zu a)
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Gegeben sei Dgl: 20- & +1000- & +10500 - & = 0 <= +50- =

+525.- 2 =0

charakteristische Gleichung: A* + 504 + 525 = 0, Solution is : {A = —15},

{} = -35}

Ansatz fir die homogene Lasung:

Framlf) = €4 - 1% g

1. anfangsbedinguno: x(0)=0 ergbt 0= ¢35+ (1)
Mits () =—15-C ™ =26 e -3

2. Anfangzhedingung - 3==(0) =3 = -1 804-25Ca (2
Cie beiden Gleichungen (17 und (21 haben die Lisungen ¢4 = 0.3 wnd 5

Damit lautet die Losung der Differentialgleichung (des AWP):
) = 03 e _p3.e2 _pare 2,

{exp(-25 % x) - exp(-15 " x})

037

Zu b) Skizze:
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