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Zufallsgroflen und ihre Verteilungen

Def.: Zufallsgrofsen sind zufillige Merkmale, die in einem zufélligen Versuch
beobachtet werden und deren Merkmalsauspriagungen (Realisierungen)
durch Zahlenwerte (direkt oder durch Skalierung) charakterisiert
werden.

X = Zufallsgrofe X

x — Realisierung, Beobachtung X

X — Wertebereich von X, X ={a|.....a....} — diskret
d[a.b]c X — X stetig
Zum Beispiel:
Zufallsgrofie Merkmalswerte Realisierung Typ
X — Blutgruppe A,B, AB, I 0,1,2,3 diskret (nominal)
X — Anzahl der w=(M,.M,) 0,1,2 diskret (ordinal)
Wappen bei 2x M, e{K.Z} (festgelegte
Miinzwurf Bedeutung der
Zahlen)
(K, K) Z

Kz T
/
(Z,K)

(Z,7) 0
T - zufillige [0, &) stetig (proportional)

Lebensdauer
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Uns interessieren folgende Wahrscheinlichkeiten:

1. P(X = x) — Wahrscheinlichkeit daftir, dass X den Wert x annimmt
2. P(a £ X <b)—-Wahrscheinlichkeit daftir, dass X € [a, b]
3. PX=za), P(X<a)
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Einzelwahrscheinlichkeiten:

D = P(K:M

L

Wahrscheinlichkeitsverteilung:

G@am* QA ﬁl (N\

Enye(unl il liekladl
b % X
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Darstellung:

grafisch:
=N EEEE.
X a1 a2 o A e
tabellarisch:
X | a aa —— &
Pi | P1 P2 Pk

analytisch als Funktion: p. =f(i,a,)
™ Wi Wok -
A \ Al 2|3 ﬂy‘ C

P ——

P \4/4\4/4 A7 % 1,




Beispiel: Zufallsexperiment: Werfen zweier Minzen

Gesucht: Wahrscheinlichkeitsverteilung von X
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Beispiel: ~ Versuch: Wiirfeln mit 2 Wiirfeln

X —Summe der Augenzahlen
ges.: Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

Pi | P2 ps3 P4 p12
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1 ® mit X((D)Zl |A| pi _ ":
Wahrscheinlichkeits- lSI- l = é "56
verteilung von X
2 (L1) 1 L w=(w,w,)
36
3 (L2) (2.0 2 2 w; e{l.....6}
36
4 (1,2)(2.2) (3.1) 3 3 X(®)=w; +w
36
5 | (14)(32)(2.3) (4.1) 4 4
36
6 | (15)(24)(33) (42)(5) 5 5 0] =36
36
7 | (1.6)(2.5) (3.4) (4.3) (5.2) (6.1) 6 6
36
8 | (2.6)(35) (44)(53)(6.2) 5 5
36
9 | (3.6)(45)(54)(6.3) 4 4
36
10 | (4.6)(55)(64) 3 3
36
11 | (5.6)(6.5) 2 2
36
12 [ (6.6) 1 1
36
1—1
. i-1) 1=23,....7
alleemein: 36
) P (13-1)
1=89.,...,12
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Beispiel: Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, 3 maligem Wdurfeln
mindestens 2 Sechsen zu wirfeln?
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Parameter diskreter Verteilungen

Erwartungswert, Varianz und Verteilungsfunktion

deskriptive Wahrscheinlichkeitsrechnun
Statistik
rel. Haufigkeit Wahrscheinlichkeit

N —70 S P: ”E(\mf“ma&mﬁ !
L)h (‘i i> > P d@,f_'iﬁ;, Fﬁu&hﬁ
Sl

Arithmetisches Mittel

N 1\'""' W ¢ 2
F _ kS =
:Ti\\z' q‘_k) L"‘G‘\n—%o ""'(QL EX)'P;/

10
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Empirische Verteilungsfunktion

(;(7\\ 7 l\ (45

G.< "

h—‘? o0

" FR= A

February 07, 2014

l/ark't \W&&““W“t

' ;F(Xé X >

/R

11
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Dann heif3t:

EX = Z a,p, - Erwartungswert von X

=1

oo

Var (X) = Z(ai. — K} - p.- Varianz von X

=1

F(x) = P(X < x) - Verteilungsfunktion von X

Def.: Sei X diskret, X ={a,,a,,...,a;,...} und sei p, =P(X=2,), i=12,...

Vac (%)= (X' )- ()"
E(Xz) =24q" 0

12
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Beispiel: Werfen mit 2 Wurfeln,

Einsatz: 1€

inn:  10€ - Augensumme = 12

5€ - Augensumme = 6
1€ - Augensumme = 2

O€

Wurden Sie dieses

(] abrsdahlelhadeves et \Uirgs

sonst

Spiel spielen?

hbelle. (g. oLe.s :
1% e Lo 2

-

6/ 36\?4 \L’/és\ 3Ae\ 2/36\ 4/34

6
BRI
1“'{%1\%%&

J
EY:(é 3'\ OFL =
’0-%96+ 4-3‘11- S'%,WO-%{—‘

13
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Quantile diskreter Verteilungen

Def.: Sei X diskret, X ={a,.....a; ...} undsei p, =P(X=a,), i=12.....k,... die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X und sei F(x)=P(X < x)= Zpl. die

Verteilungsfunktion von X. Dann heif3t x, mit F(x,) <o <F(x, +¢) Ve>0,
a-Quantil der Verteilung X.

15
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Spezielle diskrete Verteilungen

Zweipunktverteilung

p=PFX=a,)=
pr=PFX=3,)=

Wahrscheinlichkeits-
verteilung

i aj dg
P(X=i)

Def: Eine Zufalisgrifie X, deren Wertebersich nur zwel Werte a,, a; umfalit, heilt
Zweipunkiverteill,

Schreibweise: X= ;

16
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Bernoufli-Variahle.

Def: Eine zweipunktverteilte Zufallsgrofe mit dem Wertebereich X = {D.l} heil:t

. 0 falls A mcht eintntt  (Misserfolg) Wahrscheinlichlkeits-
B 1 falls A eimtntt (Erfolz) verteilung
i 0 |
Pix=i)|lp p

p = P(X=1} heift

Fiir eine Bermoulli-Variable gilt

Var(X)=

February 07, 2014

17
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Beispiel:

X=

Var(X) =

February 07, 2014

18



VL_Statistik_ 2 6 13-14_vorlage.notebook February 07, 2014

Binomialverteilung

Beispiel 38: Ich wurfele 3 mal unabhangig voneinander. Sei X die zufallige Anzahl der
gewlrfelten Sechsen.
Gesucht: Verteilung von X

Sei w, - Warfelergebnis von Wurfi, i=1,2.3

19



VL_Statistik_ 2 6 13-14_vorlage.notebook

February 07, 2014

Definition: Wir gehen von einem zweipunkiverteilten Versuch mit
Erfolgswahrscheinlichkeit p aus. X sei die Anzahl der Erfolge bei n maliger
stochastisch umabhingizer Wiederholung des zweipunktverteilten Versuchs .
X hat dann den Wertebereich ={01,..n} und besitzt die folgende als
Binomialverteilung mit den Parametern n und p bezeichnete Verteilung:

Bezeichnung:

Typisches Versuchsschema bei der Binomialverteilung: (Bermnoulli'sches
Versuchsschema)

Ich wiederhole n mal unabhangig voneinander einen zweipunkiverteilten Bernoulli-Versuch
mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p:

1 p Erfolg .
X = . _ i=1,...n
0 (1-p) MiBerfolg

= X-Anzahl der Erfolge (der *17) bei diesen n Wiederholungen — X= E}i,-
i=l

Dann gilt: X ~Blnp)

20
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Beispiel 39: Ich wurfele 3 mal, X — zufallige Anzahl der 6 en,

Beispicl:  In einer Mathematik-Klausur werden 6 Aufgaben zu je drei
Antwortalternativen gestellt, von denen eweils nur eine richtig ist. Wie grof
ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass ein Student mehr als 4 Aufgaben nur
durch Raten richtig beantwortet (und damit unverdient eine 1 bekommt)?

21
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Berechnung von EX und Var(X) der Binomialverteilung:

hi | I::I I1_ 'l
Es gilt: X=X, wobei X; -1y TR
iml I P

Var(X) =

Saiz : Sei X~Bin,p). Dann gilt:
EX = und Var(X)=
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Beispiel 42: Die Wahrscheinlichkeit bei einer U-Bahn-Fahrt kontrolliert zu werden hetragt
10 %. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafur, innerhalb von 20 Fahrizn

a) hochstens 3x

) mehr als 3x

C) weniger als 3x

d) genau 3x
g) mindestens 3x

f) mehr als 1x und weniger als 4x

kontrolliert zuwerden?

23
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Geometrische Verteilung

Beispiel: Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, bei n maligem
Wiirfeln beim 1. Wurf (2. Wurf, 3. Wurf, ... K. Wurf ) die erste Sechs
zu wurfeln?

24
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Definition:

Wir gehen von einem zweipunktverteilten Versuch mit der
Erfolgswahrscheinlichkeit p aus. X sei die Anzahl der Versuche, bis zum
ersten Mal ein Erfolg eintritt bei n-maliger stochastisch unabhangiger
Wiederholungen des zweipunktverteilten Versuchs.

X besitzt dann die folgende, als Geometrische Verteilung mit dem

Parameter p bezeichnete Verteilung:

25
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Berechnung von E(X) und Var(X) fur die geometrische Verteilung

EX=

Var(X) =

26
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Poissonverteilung

Sel X~Binp)

February 07, 2014

Wenn n sehr grof, p sehr klein, dann filhrt die Berechnung von p, =| n. -pi (1- pjl"'i
i ]

manchmal zu “numerischen” Problemen.

Satz: Es gilt:
. ]1; i B-L _ |:':i"l:|l ok
p_.nl'm |i! Po-(1-Pp) BT

D
n-p=i.=konst

Flir n=20, p=001 ist die Approximation:

:].ll-pi['l—p}”'j -e."_‘—r-e"‘ mit A =n-p ausreichend gut.
1 1!

(ohne Beweisl)

Beispiel 43: 1000 Sandkémer, von einer Sorte keimen in der Regel 1 % nicht. Wie groi
ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dal von diesen 1000 Kormem mehr als 4 nicht

keimen?

Lasung:

27
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Bemerkung: Beieiner B(n, p) - verteilten Zufallsgrifte X gilt:

EX=n-p=»A Var{X)=n-p-(1-p)
Es gibt oft Situationen, in denen n und p unbekannt sind, aber n-p=A bekannt
ist.

In diesen Situationsn konne wir die Wahrscheinlichkeiten
p; =P(X=i)=]| n -p*-(1-p)™" nicht berechnen, aber die diese
i)

51

L NP S
approximierende Grifle e Yl
1!

Beispiel 44: In einer Yermittiungsstelle gehen im Schnitt 5 Anrufe pro us ein. Maximal
schafft die Vermittlungsstelle 10 Anrufe pro us.
Wie grolk ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dalt die Kapazitat der
Yermittiungsstelle Gberschritten wird?

(Merke: Anzahi ist hier immer binomialverteiltl)

i
/’/)’
//

Vermmirthmesstells

28
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Def.: X sei gine Zufallsgréfe mit dem Wereberesich X = -[{I-.l:l } =N,. Dann heilit X
poisson-verteilt mit dem FParameter 4, falls gilt:

Bezeichnung:

Typische Anwendungen der Poissonvertellung:

— X — Anzahl eintreffender Signale in einer Empfangerstation pro Zeiteinheit
— X - Anzahl eintreffender Kunden in einer Verkaufseinrichtung pro Zeiteinheit
— X — Anzahl eintreffender Autos an einer Kreuzung pro Zeiteinheit

29
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Berechnung von EX und Var(X)

EX=

Var(X) =

February 07, 2014

SAZ: ooy p(4). Dann gilt: EX =

Var(X) =

30
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Beispiel 45: Die mittlere Anzahl eintreffender Kunden bei Aldi sei 5 pro 10 Minuten (%2
Kunde pro Minute). Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafur, daf innerhalb von
10 Minuten genau 1 Kunde sintrifft?

Ldsung:

31
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Diskrete Gleichverteilung

February 07, 2014

Def.: Eine diskrete Zufallsgréfe X mit endlichem Wertebereich X ={a,.....a, } heifit

gleichverteilt auf X, falls giltt P(X=a;)= fiir alle i=1,2,...k.

Bezeichnung:

Beispiels: a) Wirfeln, a,=i, i=1,...6, p; =

b} Simulation:

gleichwahrschemlich: Fouting

32
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Berechnung von EX und Var(X)

EX

Var(X) =

February 07, 2014
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