Kapitel 1I Reproduktions- und Grenzwertsitze

5 Reproduktions- und Grenzwertsatze

5.1 Reproduktionssiitze

Beispiel 50: Der Aufzug in einer Firma ist zugelassen flir 12 Personen bzw. 1000 kg. Das
Durchschnittsgewicht der Angestellten der Firma ist u = 80 kg mit 6 = 4 kg und

ist normalverteilt.

Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dal® 12 Personen mehr als 1000 kg

wiegen?
X; — zufalliges Gewicht von Person i
X;~ N(80, (4)?), i=1,...,12

X=X, ++X,

ges.: P(X>1000kg) = Wir bendtigen die Verteilung der Summe von
Zufallsgrofden.

Beispiel 51:
Berlin
X \
Vst.
Saarbriicken Vermittlungsstelle

Y

X — Anzahl eintreffender Signale pro us aus Berlin
Y — Anzahl eintreffender Signale pro us aus Saarbricken

Esseien X ~P(4,)und Y ~ P(1,)

ges.: Wahrscheinlichkeit dafir, da® X+Y >c, c¢— Kapazitat der Vst.
— Wir benétigen die Kenntnis der Verteilung von X + Y!
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Beispiel 52:

JI%] L/ L Ankunftsstrom aus Richtung A;:

— zufillige Anzahl von eintref-

9[] fenden Autos in * aus Richtung

I%]‘ A; pro min.

Sei X, ~P(A;), X,~P(X,), A, =EX,.

1 1

Ges.: Wahrscheinlichkeitsverteilung fir die Gesamtzahl X =X1 +X2 der an der
Kreuzung eintreffenden Autos.

X~F
Y ~F,

Allgemeine Problemstellung: geg.: {

ges. X+Y~?

Satz: (Reproduktionssatz)

Seien X und Y zwei stochastisch unabhéngige Zufallsgréfen.
Dann gelten folgende Aussagen:

1.) X ~N(u,02) = aX+b ~N(au + b,azcz)
(Typ der Normalverteilung bleibt bei linearen Transformationen erhalten.)

_ 2
2) X N(ul’cl) jx+Y~N(“1+Mz’012+622)

YNN(Mz»Gzz)
3)X ~ Bin,,
) (m p)}: X+Y~B(nl+n2,p)
YNB(nZap)
3.) X~P(A
() = X+Y~P(k, +1,)
Y ~P(},)
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Anwendung: (zum Beispiel 50)

geg.: X, ~ N(80,(4)* )i =1,...12
ges.: P(X >1000) mit X, =X, ++X,,

Es folgt: X, ~ N[IZ -80,(12) - (4)2]

960
Daraus folgt:

1000 — 960
P(X,, >1000)=1-PlX, <1000)=1-F(1000)=1-® ————
( ges ) ( ges ) ( ) ( \/54 ]
—1—cp(—ﬂJ—1—q>(289)—1—0998—0002
192 b b b

Achtung: Es gilt nicht: Xges= X1+ Xp +...+ X2 =12 X4 !l

Definition : Sei X eine ZufallsgréRe mit der Verteilungsfunktion F(x). Wir bezeichnen
X1,...,Xn als (mathematische) Stichprobe von X, falls gilt:

a) Xy,..., X, sind gegenseitig stochastisch unabhangig
b) X; hat die gleiche Verteilung (Verteilungsfunktion F) wie X.

(X ist die i.te (zufallige) Beobachtung von X)

/ Sei X ~N(u, 02) eine normalverteilte Zufallsgrofe und X;, ..., X, eine
Stichprobe von X.
Welche Verteilung besitzt das arithmetische Mittel

_ ]y
X=—)> X.?
n; '

5.2 Grenzwertsitze

_ n) . i A
Wir kennen: (j p-(1-p)"" - =™
i e i!
n-p=A=const.

(B(n,p)=P(n-p))

Wir kdnnen die Binomialverteilung auch durch eine Normalverteilung approximieren:
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Satz: (Grenzwertsatz von Moivre — Laplace)

Sei X ~B(n,p).

Dann gilt:
X-EX  X-n'p

JVar(X) Jn-p(1-p)

ist fir n = « Standardnormalverteilt.

Dieser Satz besagt: Y = _X-np N(0,1)
n~p(l— p) n groB3
bzw. (wegen X=Y-\n-p(l-p)+n-p und

Reproduktionssatz a))

X~B(n,p) = N(n'p,n'P(l—P))

n grof}

Beispiel 53: Versuch: 600x Wrfeln

Gesucht:
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dal® die Anzahl gewdrfelter “6” bei

600 Wrfeln zwischen 95 und 105 liegt?
Lésung:
Sei X — zuféllige Anzahl gewdurfelter “6” bei 600 Versuchen.

X~B(n=600,p=%j

ORCn

Verwendung des obigen Satzes:

105
P(95<X <105)= " (6(_)()} :

i=95 1

= Es gilt: XzN(600~l, 600.l.§j
6 6 6

105-100 o 95-100

= P(95<X<105)=F, 45, — Fg5) =P _
1. \F 10. \F
6 6
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o > |_a > —2 -1

5 | .03
10~\F 10~\F 10-\F
6 6 6
=2-®(0,55)—1
=2-0,7088 - 1=0,417

Verteilung der relativen Haufigkeit h,(A) eines Ereignisses A:

Sei A ein Ereignis mit der Eintrittswahrscheinlichkeit p:=P(A) und X das Ergebnis des
zufélligen Versuchs V in welchem das Eintreten von A beobachtet wird:

¥ 1 A it ein p
o A tritt  nicht ein 1-p

n

S,

Sei Xi, i=1,...,n, eine Stichprobe von X. Dann gilt offensichtlich: 4 (4) = =
n

Wie ist h,(A) verteilt?

Aus dem Satz von Moivre-Laplace folgt:

nh,(4) =3 X, ~ B(n, p) = N(np.np(1- p))

i=1

Aus dem Reproduktionssatz ergibt sich dann:

h, (4) = N(p,%‘p)) .

/ Sei W Wahrscheinlichkeit dafur, dafl bei n= 150 Beobachtungen 7%, (A)
von der Wahrscheinlichkeit p=P(A) um nicht mehr als 0,01 abweicht.

a) Geben Sie unter Verwendung der Abschatzung : p(1-p)< 74 fur alle
pe[0,1] eine untere Schranke fur die Wahrscheinlichkeit W an!

b) Wie viele Versuche muf® man mindestens durchfihren (d.h., wie grof3
muf n mindestens sein), um P(A) durch die relative Haufigkeit 4, (4) mit

mindestens 99 % iger Sicherheit mit einer Abweichung von héchstens +
0,002 genau zu schatzen ?
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